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Simulacién Gibbs de un polinomio MA
de grado 1 basada en el método de
Smith & Hocking

<< LinearAlgebra Cholesky"

Introduccion

Se presenta una aplicacion particular para la simulacién de polinomios MA de grado 1, del método de Smith & Hocking
(Algorithm AS 53: Wishart Variate Generator, 1972) para la generacion de muestras de una Wishart, el cual puede
verse resumido en http://en.wikipedia.org/wiki/Wishart distribution#Drawing_values_from the distribution.

En un proceso MA(1) de la forma z, = a; — 6, a,_, la autocorrelacion poblacional de primer orden es

_ __60
pP1 = 1+6

de donde se puede despejar 6, en funcion de oy

-1xV1-49

91 = 2p

Para que 6, sea un niimero real se precisa 1 —4 p? > 0, 0 lo que es lo mismo

1 1
-5 <p1< 3

Si % > p1 > 0 entonces se debe cumplir

0<1-2p1<++/1-4p2 <1+2p

Si - % < p1 < 0 entonces se debe cumplir

1-2p1>++/1-4p2 >1+2p1>0

En ambos casos se tiene

++/1-4p7>0
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luego no cabe duda del signo del radical y 6, es una funcion biunivoca de p;
g, = - +V1-4p]
= 2p1

Simular el polinomio MA(1) es por tanto equivalente a simular la autocorrelacion

Caso particular con longitud de serie 2

La matriz de covarianza muestral de un proceso MA(1) para una serie de longitud m = 2 , es una matriz de Toeplitz
definida por el vector de autocovarianzas muestrales (v, v;), lo cual es en la practica imposible pues no es posible
calcularlas para una serie cn menos de 4 datos, pero peromite una mayor claridad expositiva

V= {{VOI Vl}l
{vi, vo}}:

Print["V = ", MatrixForm[V]]
Vo Vi1
Vo= (Vl Vo)

Su descomposicion de Choleski nos da una matriz triangular inferior de la forma

S = Transpose[CholeskyDecomposition[V]];
Print["V = S ST"]

Print["S = ", MatrixForm[S]]
v =295 g’
Vvo 0
LinkRead::1linkep : An unexpected end of packet was received.

StringTake::take : Cannot take positions 15 through 13 in "V = S \(S\"T\)".
LinkRead::1linkep : An unexpected end of packet was received.
LinkRead::linkep : An unexpected end of packet was received.

General::stop : Further output of LinkRead::linkep will be suppressed during this calculation.

Segun el método de Smith & Hocking, existe una matriz triangular inferior

CC= {{COI 0]’!
{c10, Cc1}};

Print["C = ", MatrixForm[CC]]
Co 0
€= (Clo Cl)

con distribucion conocida celda a celda
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2
Xm

Co ~ =

2
Xm-1
QNJTT

Clo ~ N(O, L )

m

tal que si L es la descomposicion de Cholesky de la matriz de covarianza poblacional, a la que llamaremos I' = L L7,
entonces, la matriz de covarianza muestral es una realizacion de la poblacional y adopta la forma

V=LCCrLT=5S8"

de donde se deduce que

LC =S
es decir
L=sc™!
CInv = Inverse[CC];
L = S.CInv;
Print["C™! = ", MatrixForm[CInv]]
Print["L = S ctl=r, MatrixForm[L]]
L[ w0
¢ = _ e 1
cp c1 cy
Vg 0
co
L=s5ct-= / i / e
v, ~ €10 4/ Vo~ 55 vo© g
cg Vv co c1 c1

La matriz de covarianza poblacional serd por tanto

I' =L . Transpose[L] ;
Print["T = L LT = ", MatrixForm[T], " = ", MatrixForm[{{¥o, ¥1}, {¥1, Yo}}1]

\12 )
c10 VO’*l
[vo vl N vo
cg /o co c1
%
<G <o
_ T (Yo Y1
T =L LT = [ = (
€104/ V0~ Y1 Yo
ool P S| 0 2
co Vo co €1
VO’D" c1g vo—v—l
vQ + Vi1 _ 0
co c% co Vvo cpcy

Ademas sabemos que también también es de Toeplitz, luego una de las celdas del factor de Smith & Hocking no se
debe generar de forma aleatoria sino que viene determinada por las otras dos, de forma que se cumpla
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o lo que es lo mismo

2
vo-—L

C1o0 Vo

Vi
Co \/vo Co C1

donde, por comodidad de expresion, se ha usado la autocorrelacion muestral

v

rl:VO

La matriz de covarianza poblacional se puede portanto generar a partir de tan sélo dos términos del factor Smith &

Hocking
Vo Vo
r={{—=- =1
Co Co
Print["T' = ", MatrixForm[T'], " = ", MatrixForm[{{¥o, ¥1}, {¥1, Yol}}11]
v svo |1 1erd
c% ~ co c% c% ¥ ¥
o _ ( 0 1)
B Y1 Yo
I/ S S v

donde el signo se escogera para que coincida con el de r;

SN

(1-rf)

o1 =sign (r1) 4[1- ¢

(e}

=

Para que sea un nimero real no nulo se debe cumplir

1- (1-1r3)>0

oio
ASNASS

c% > (l—r%) c%

Recordemos que para que 6; sea un namero real no nulo se precisa 1 —4 p? > 0, o lo que es lo mismo

8 2 1

1- z—%‘ (1 - rl) < x
2 4 2y &2
c1 <3 (l-1r1)c

Es decir, primero se debe generar una chi-cuadrado libre

<o N?;[Xm

y luego una chi-cuadrado truncada
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G~ 2 A= m 5 (1 -r)cGm]

Esto es todo lo que se necesita para obtener uan simulacion de un polinomio MA(1) para el caso m=2. A continuacion
se vera que es perfectamente extensible a cualquier longitud de la serie.

Extension al caso de longitud arbitraria de la serie

Para una serie de longitud m > 2, la matriz de covarianza muestral de un proceso MA(1) es también una matriz de
Toeplitz definida por el mismo vector de autocovarianzas de orden 2 (vq, v;)

vg vi 0 O
vi Vo - 0
0O - " Vi
0 0 wvi vy

Por las propiedades recursivas de construcion, tanto de la descomposicion de Choleski, como de la inversa de una
matriz trinagular, el menor principal de orden dos tiene la misma forma para m > 2 que para m = 2 por lo que es valido
todo lo dicho anteriormente, ya que la matriz de covarianzas poblacionales queda perfectamente definida por las dos
primeras autocovarianzas las cuales sirven igualemente para obtener la autocrorrelacion de orden 1, la cual define de
forma biunivoca el polnomio MA(1)



