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Resumen

El objeto de la presente nota es definir un método de Anadlisis de Intervencion
Automatica (AIA) para series temporales. Resulta muy frecuente al observar datos de
cualquier naturaleza (fisica, social, econdmica, etc ) que existan datos andémalos,
valores fuera de lo comun, que suelen ser debidos a errores de medida o de
manipulacién, comportamientos altamente no lineales, discontinuidades o cualquier
tipo de causas enddgenas o exdgenas, conocidas o por determinar.

A la hora de analizar una serie temporal es muy importante separar este tipo de
fendmenos del comportamiento normal, bien para intentar comprender las leyes
subyacentes con vistas a la prevision de situaciones similares en el futuro, bien para
filtrar la serie de los efectos que la distorsionan, si es que se sospecha de que se
trata de errores, situaciones irrepetibles o impredictibles, o simplemente no se
dispone de recursos para el analisis completo, unas veces por escasez muestral, y
otras por razones mas mundanas como su alto coste econdémico.

El proposito de este AIA no es eliminar esas anomalias sino identificarlas para poder
hacer después una buena identificacion y estimacion del modelo ARIMA con Funcién
de Transferencia.
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1. Esquema del algoritmo

El esquema del método AIA aqui expuesto es un arbol de decision bajo un enfoque
bayesiano. Una vez preparada la serie conveniente se busca el dato andmalo de
mayor valor absoluto y se calcula la probabilidad de cada una de las estructuras de
anomalias compatibles con él de entre un conjunto dado previamente, en términos
del modo en que cada una explica mejor o peor dicho valor. Para cada opcidon con un
minimo de probabilidad se aplica recursivamente el método descrito.

Para evitar ramificaciones innecesarias se debe observar si el modelo ya ha sido
evaluado (l6gicamente con las variables en otro orden). Del mismo modo, si existe
un modelo con menos variables que da menos error se debe abandonar la rama.

Se debe empezar a evaluar siempre por la hipdtesis mas probable y continuar
mientras la probabilidad sea aceptable. También se puede restringir el nimero de
variables, el de ramas de un nodo o el tiempo de ejecucidn para evitar situaciones de
ramificacion excesiva.

He aqui un ejemplo grafico del arbol de decision:

4 —
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Al final se obtiene un conjunto de modelos con diferente niUmero de variables
dependiendo del nivel del arbol, de entre las cuales hay que elegir el de mayor
probabilidad a posteriori, o bien introducir algun criterio de informacion como el de
Schwarz, aunque ésta solucidn no es tan plausible.

v
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T

Otra forma de disminuir las ramificaciones y el tiempo de célculo es el método divide
and conguer que consiste en dividir la serie en tramos razonablemente
independientes entre si y aplicar el algoritmo a cada uno de ellos. Luego se
seleccionan las anomalias detectadas en cada trozo que efectivamente no influyen en
los demas. Por ultimo se aplica el algoritmo a la serie completa pero partiendo del
modelo unidn resultante reestimado.
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2. Condiciones de partida

Es necesario partir de una serie homocedastica y estacionaria que garantice varianza
finita y constante y media constante, para poder trabajar bajo el supuesto de
normalidad. No supone ninguna restriccién exigir que la media sea nula.

Lo primero se consigue mediante transformaciones del tipo Box-Cox de la forma

(z-b)* va>0az-b>0
[3.1] T(z;a,b)=<In(z-b) Va=0Az-b>0
(z-b)* va<0Az-b>0

Si la serie es siempre positiva es habitual tomar el logaritmo que ofrece la ventaja de
que los coeficientes de la estimacidon del modelo toman el significado aproximado de
porcentaje de cambio.

Para lo segundo hay que encontrar una estructura de diferencias suficiente ya que
no hay demasiado problema por sobre-diferenciar ligeramente la serie, pues no se
debe olvidar que sdélo queremos identificar las estructuras de anomalias.
Precisamente, una vez identificadas se utiliza la serie filtrada sin diferenciar para
buscar la estructura de diferencias mas adecuada.

Teniendo en cuenta la o las posibles periodicidades buscaremos polinomios de la
forma

321  v(B)=(-B)"(-B*)" ...
Llamando z; a los datos originales se construye de esta manera la serie de partida
[3.3] z, =V(BJT(z;a,b)

Basta con elegir la estructura que minimiza la varianza utilizando un estimador
robusto de la misma como el que se describe en el apartado 3.
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3. El conjunto de estructuras basicas

Una de las tareas mas importantes es establecer las estructuras basicas o hipotesis a
contrastar. Como es natural, estas estructuras dependeran de la forma que
presenten los datos andémalos, si se trata de datos aislados o presentan cierta
secuencia, si conforman ciclos o si tienen simetria. En definitiva, se trata de
encontrar una base del espacio vectorial de todos los tipos anomalias que se

presentan en la serie. Usualmente se toman las siguientes estructuras

Funcion de

Nombre Forma
respuesta
Pulso P(B)_1 ﬁl
Pulse(t) Q(B) 1 EE_ I
Compensacion P(B) 1-B . A
N = Y : Q—'—Q—Hﬂ-‘{—l‘vl—?-”mw
Compens(t) QB) 1 N ¥
Escalon P(B) 1 o] g
oB) 1-B y f
Step(t) Q(B) 1-B 0z !
0 .w—v—v—v—v—v—v—v—v—v—v—v—\
Tendencia P(B) 1 " fff
Trend(t) Q(B) (1-B) : -+
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4. El conjunto de observaciones de referencia

Antes de establecer cudles son los datos andmalos caben dos posibilidades, o bien
suponemos que la serie ya es ruido blanco, o bien le aplicamos un modelo ARMA
mas o menos sencillo para que la suposicidon sea mas cercana a la realidad. Se
consideraran como observaciones de referencia a aquellos datos cuyo valor absoluto
sea mayor que cierto numero de desviaciones tipicas, como por ejemplo 3 ¢ 4.
Cuanto menor sea este nimero mas exhaustivo y al mismo tiempo mas lento sera el
método. Se necesita una estimacion de la desviacion tipica lo bastante robusta como
para que no se vea demasiado afectada por dichos valores anormales.

Sean Y,,..Y, las variables aleatorias resultantes de ordenar de menor a mayor N
variables aleatorias X,,., X, con distribuciones Normal(0,c) independientes. Sea
£una v. a. normal estandar independiente de las X,,.,X,, y sea K la variable
aleatoria discreta definida por el nimero de elementos de {X,,..,X,} menores o
iguales que o , o dicho de otro modo

0 o<y,
[5.1] K=&k <Y <a<Y,, Vk=L1L.N
N oY, <o

Es inmediato que K tiene distribucion uniforme en {0..N}, luego

P[K < k]= Kt = P[Yk < Of]: e =-1Y, = Fo_ll(k+%l+1)

[5.2] _
P[K >N - k]= kil = P[YN,k 2 ]= Kl DY = F011(k+%1+1)

donde Fj'es la inversa de la funcién de distribucién normal estandar. Entonces los
valores de la serie x;,X,,...,Xy una vez ordenados y,<y,<...<y, SOn una
realizacion del vector de variables aleatorias (Y,,..,Y, ) y se definen los estimadores de
la desviacion tipica o

[5.3] O = yk/FO_ll(k+%l+l) & = Sk 62k Yok — Yk
k 2 - 2F011(k+%u +1)

-1 -
o =~ Yka/Fm (k+%v+l)
Es conveniente tomark de forma que 4 —k+{,, ~ % y se suele tomar

[5.4]
k® = Round [(N +1)/6]-1=> —F;(%.,,) = 0.96742 = 6 ) ~ YonaedY, 0 —Y,io))
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5. Asignacion de probabilidades a un conjunto de
hipotesis
En primer lugar hay que hacer notar la diferencia entre dato andmalo u observacién

de referencia de la anomalia y origen de la anomalia. Dado una observacion de
referencia en el instante t, para cada funcidon de respuesta P(B)/Q(B) en concurso

puede ocurrir que el origen de la anomalia se encuentre en ese punto, o bien antes o
después, en cualquiera de los puntos en los que la serie

P(F)V(F)

Q(F)

se acerca a su maximo en valor absoluto.

[6.1] Pulse(t)

Si partimos de un modelo de n-1 variables al que llamaremos M, se establece la
hipétesis nula H,de que el modelo M,es adecuado. Dado un conjunto de

estructuras de anomalias definidas cada una por un instante de origen, y una funcién
de respuesta

[6.2] [tj,Qij((lz))]/\tje{l...N},Vj:l...J

se establecen las hipdtesis H, correspondientes a afiadir al modelo M, cada una de
las respectivas variables

[6.2] X® = Pj(QBj)(IZ()&PuIse(tj)

De esta forma hallamos las correspondientes sumas de cuadrados de residuos
2 2
[6.3] Sa =2.a;,

La funcién de verosimilitud de los residuos condicionados a la hipdtesisHy a la
desviacion tipica es

1 T 2

[6.4] L(Z|H;,0)= (27[0'2)7%N o 22N _ (27[02)*%“ o 22h
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La desviacion tipica o es desconocida pero podemos hacer ciertas hipotesis, como
por ejemplo que la funcién de densidad es decreciente. Debido a la gran simplicidad
de los calculos, una opcion razonable es tomar como funcion de densidad f(c)oc o™

Lz IH,)=["c"L(AIH} oo
[6.5] L(Z IH; ): J.OOOO'71(27T)7%N T

Lz IH,)=@2) [ o Mg wh g

que se puede resolver con el cambio de variable

1/2 1/2
52 stV (s2V
Uu=— 5 O = =| — u
20 2u 2
[6.6]

82 SZ 1/2 82/3 3/2
du=——rdo do=-% —-| uPdu=| 2| du
o 2 2u

Resultando

O N+1

ofS? 2 g2/3 8/2
N A; u Aj
n)-e({35] "o {5 o

N
1 N Sii 2 o Nog U
[6.7] Lz H,) E(27;) (2] [fu> eau

LZIH,)=2r) " (esz )7 r(y)

En muchas ocasiones se utiliza el logaritmo de la funcion de verosimilitud para
comparar las hipotesis puesto que el logaritmo es una funciéon mondtona creciente y
nos da valores con menos problemas numéricos

[6.8] LogL(Z | H,)= Log()+ Logr(%)- % Log(27)- % Log(: S A )

La probabilidad de los datos observados condicionados por nuestra hipdtesis es
proporcional a la funcion de verosimilitud y como en nuestro caso N no varia entre las
diferentes hipdtesis, a efectos de compararlas, se tiene que

(691  P(ZIH,)xsS;"

Obsérvese que dicho valor es el inverso de la raiz cuadrada del determinante de la
matriz de covarianzas de los residuos.
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Utilizando toda la informacidon a priori de la se que disponga, se postulan las
probabilidades P(Hj) con las que se obtienen las probabilidades a posteriori por el

teorema de Bayes
PZIH,P(H,) _ Si'PH))
J

[6.10]  P(H,1Z)= =
PZIH)P(H,) D S."P(H,)

=

Para evitar problemas numéricos se puede dividir todo por S;"

(SA,- /SJN P(Hj)
(5, /5.) " P(H,)

[6.11]  P(H,|Z)-=

Mu

k

I
o

Si no se sabe nada sobre las probabilidades P(H j) se suponen uniformes.

Para todas aquellas hipotesis cuya probabilidad supere cierto umbral se repite el
proceso de busqueda, que toma de este modo estructura recursiva arbdrea.
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6. Comparacion de modelos con diferente numero de
parametros

En el modelo lineal de N datos y n variables

[7.1] Z=Xa+A

la estimacion maximo verosimil del vector de variables es
7.2] X'Z =X"Xa

a=(XTX)'x"z

La suma de cuadrados de los residuos es
[7.3] ATA=7"Z -a" X" Xa

puesto que

ATA=(Z - X&) (Z - Xa)
(7.4] ATA=2"2-2a"X"Z+a"X"Xa
ATA=72"Z-2a"X"Xa+a" X" Xa
Z

Si ponemos nombre a las sumas de cuadrados

s;=2'z=12],

2 _ AT A _ |AP
[7.5] S;=A A= A2

Sz, =(Xa) Xa =|xal;

sus raices cuadradas forman un triangulo rectangulo.

Para comparar la calidad de modelos con diferente nimero de parametros se usa el
siguiente hecho. La distribucion de los pardametros es una multinormal

[7.6] azN(OZ,Z)AZl:JzR"l:(O'”) AR=XTX

/i j=L..n

Dada la descomposicion de Choleski R=LL" se puede introducir un cambio de
variable en el modelo

*

[7.7] Z=Xa+A=XU U'a+A=X"a "+ ArX =XU" ;o =L"a
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de forma que

-1 -1

1 N ~
[7.7] 2 =az(x”x*) zaz(L’lXTXLT 1) =02(L*1|_|_T L’ 1) =l
y las nuevas variables sean independientes entre si
[7.8] a ~N@ ,c’Hhra =L"a

La suma de cuadrados de los residuos estandarizados no cambia pues los residuos
del modelo son los mismos

Si _(N-n)s? s S2

7.6 =7
[7.6] o? o2 N —-n

tiene una distribucion ji-cuadrado con v=N —n grados de libertad y siendo &’y S?
independientes.

Luego las variables

@ -o)o _af -a

[78] ﬂi =V SA/O' &

tienen distribucion t de Student con v grados de libertad independientes entre si.

La condicién de irreductibilidad es exigible como medida de calidad de un modelo de
AIA. Si se establece la hipdtesis H de que el modelo no es reducible, la probabilidad
de Hes el producto de las probabilidades de que una t de Student con vg.l. t,

alcance en modulo cada una de las componentes de w, condicionadas a que a =0

|

Dado un conjunto de modelos se pueden establecer las hipétesis {H j}jzm

@
&

[7.15] P(H):ﬁp[tv <

respectivas de que cada uno de ellos es no reducible, de modo que como se vio en
el apartado 6

*

ji

2

[7.16] LEZIH)P(H, )=o) es2 )N/ZF(E){I_H_][ P[tw—n, <

10
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s, n; p(t o S W(.’i)
[7.17] P(H,|Z)= L@ IH)PH,) _ a1 Wi

SLEIHIPH,) Y TPk <)

k=1 i=1

Esto permite comparar modelos con distinto nimero de parametros, incluido el
modelo trivial o de ruido blanco, para el que se establece la hipétesis H, de que no

es reducible, lo que es absolutamente cierto, es decir

[7.18] P(H,)=1

Este método cumple el precepto de la parquedad de parametros pues castiga
fuertemente las variables poco significativas o aquellas que introduzcan correlacion
en el modelo, sin necesidad de parametros subjetivos de significacion.

11
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7. Estimacion lineal recursiva

En cada iteracion del algoritmo del AIA pasamos de un modelo lineal con cierto
numero de variables a otros modelos con una variable anadida correspondiente a
cada una de las hipdtesis a comparar. Parece por lo tanto interesante contar con un
método de estimacion que tenga en cuenta la parte ya estimada, es decir, un
método recursivo de estimacion lineal. Este método debe incluir el calculo de la
descomposicion de Choleski de X' X que se usa no sélo para resolver el sistema sino
también para calcular la significacion de los parametros.

Dado el modelo lineal expresado en el apartado 5
[8.1] Z=Xa+A
donde

o =(a;)e R™
8.2] X =(x )e®"
R=X"X =(r)e®r™

definimos las submatrices

X = (Xi,j) e R™

i=k

[8.3] X = (Xi,j)jgk e R
R(k) - (rivi)i,jsk e R

Entonces, podemos definir la sucesién de modelos

[8.4] Z = X0+ A
donde

[8.5] o = (XX o) X2
[8.6] A = Z = X
Obviamente

[8.7]

12
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y por tanto

R, X x®
[8.8] Reo :[ (k-1) (k #)

X(k)TX(H) x (K7 ¢ ()

Llamando
.

[8.9] Rien = X Xy = T Tsk)
resulta

R._ R
[8.10] Ry = (k-1) (k k1)

R(k,k—l) M x

Si tenemos la descomposicidn de Choleski para la iteracion |

;
[8.11] Ry =Lk
Entonces se cumple la relacidn recursiva

k-1 0
[8.12] gk):[L‘B> Ij

puesto que

[8.13] R(k) — L(k)l—{k) — [L(kl)l-{kl) L(k,l)BT ]:( R(k,l) R(Tk,kl)J

Bliy BB +I°) Ry
Igualando término a término

Rickn = LucyB’
[8.14] L«=BB +I°=1=./r, ~BB'

Rol =l =[e s

13



