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Resumen

La implementacién de matrices virtuales pretende dotar al lenguaje de programaciéon TOD'_r:
de un mecanismo de definicién de matrices de forma implicita con el doble objetivo de ahorrar
memoria, al no tener que almacenar explicitamente todas las celdas de la matriz; y permitir
al mismo tiempo la utilizacién de algoritmos especificamente disefiados para formas especiales

de matrices (Sparse, Toeplitz, Vandermonde, ...)

1. Definicién genérica de matriz virtual

Una matriz virtual puede definirse de formas muy variopintas pero es necesario contar con un
interfaz minimo comun con el que interactuar con los posibles algoritmos de una forma inequivoca
y eficaz. La estructura TOL podria definirse de esta forma:

Struct VMatrix

{
Text type_,
Anything param_,
Set methods_,
Set properties_
+;

1. Text type : Identifica el tipo de matriz virtual que se usara para asegurar que se puede
utilizar un método concreto con los objetos de dicho tipo o bien dar los errores o warnings
pertinentes. Esta etiqueta serda mejor usarla en modo case insensitive, es decir sin distinguir
maytsculas de minusculas.

2. Anything param : Parametros opcionales, dependientes del tipo de matriz virtual, que con-
stituyen la informacion béasica utilizada por los métodos genéricos de acceso. Si es un sélo
objeto se puede introducir tal cual, y si no, como un conjunto de objetos con estructura
arbitraria dependiente del tipo de matriz. Si no se precisan argumentos opcionales se pasara
el conjunto Empty.

3. Set methods : Conjunto de métodos de acceso eficaz a las propiedades de la matriz, lo cual
depende tanto del tipo de matriz como de los algoritmos que se le van a aplicar. En casos
especiales de aplicaciéon de un método particular que no precise usar todos estos métodos, o
bien ya estén predefinidos para el tipo de matriz virtual, entonces se pueden omitir pasando
el conjunto Empty.

4. Set properties : Conjunto de propiedades estructurales conocidas de la matriz, como por
ejemplo si se trata o no de una matriz. Existen propiedades primarias con etiqueta propia,
propiedades derivadas de la mezcla de otras y propiedades incompatibles entre si
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a) Set VMP_IsSqr=[["Sqr”]] : para especificar que la matriz es cuadrada, { Rows (4) =

Cols (A) }EE

b) Set VMP_IsVer=[["Ver”]] : para especificar que la matriz es vertical, { Rows(A) >
Cols(A) }

c) Set VMP_IsHor=[["Hor”]] : para especificar que la matriz es horizontal, { Rows (A) <
Cols(A) }

d) Set VMP_IsReg=[["Reg’]] : para especificar que la matriz es regular, { rank (4) =
Min{Rows (A),Cols(A)} }

e) Set VMP_IsSym=[["Sym”,”Sqr”]] : para especificar que la matriz es simétrica, { 4; ; =
Aji}

f) Set VMP_IsLowTri=[["LowTri”]] : para matrices triangulares inferiores no necesaria-

mente cuadradas, { 4;; = 0Vi > j}

g) Set VMP_IsUppTri=[["UppTri”]] : para matrices triangulares superiores no necesari-
amente cuadradas, { A; ; = 0Vi < j}

h) Set VMP_IsColVec=[["Ver”,”Vec”,”LowTri”]] : para especificar que la matriz es un
vector columna, { Rows (A) =1}

i) Set VMP_IsRowVec=[["Hor”,”Vec”,”UppTri”]] : para especificar que la matriz es un
vector fila, { Cols (A) =1}

j) Set VMP_IsDiag=Set VMP_IsLowTri+VMP_IsUppTri+VMP_IsSym : para matrices diag-
onales, { A;; = OVi # j} Obsérvese que una matiz puede ser triangular por arriba
y por abajo pero no cuadrada, en cuyo caso no se considerara como matriz diagonal,
aunque lo sea de forma incompleta.

k) Set VMP_HasUnitDiag=[["UnitDiag”’]] : para matrices con diagonal constante igual a
1, { All = 1}

1) Set VMP_IsOrthCols=VMP_IsOrth=[["0rthCols”,”Reg’]] : para matrices ortogonales
por columnas o simplemente otrtogonales, { AT A is diagonal }

m) Set VMP_IsOrthRows=[["OrthRows”,”Reg”]] : para matrices ortogonales por filas, {
AAT is diagonal }

n) Set VMP_HasUnitCols=[["UnitCols”]] : para matrices de columnas con norma uni-
taria, { AT A has unit diagonal }

1) Set VMP_HasUnitRows=[["UnitRows”]] : para matrices de filas con norma unitaria, {
AAT has unit diagonal }

0) Set VMP_IsOrthNormCols = VMP_IsOrth+VMP_HasUnitCols : para matrices ortonor-
males por columnas, o simplemente ortonormales

p) Set VMP_IsOrthNormRows = VMP_IsOrth+VMP_HasUnitRows : para matrices ortonor-
males por filas

q) Set VMP_IsTriDiag=[["TriDiag’]] : para matrices tridiagonales no necesariamente
cuadradas, { 4; ; =0V |i — j| > 1}

r) Set VMP_IsLowBiDiag=VMP_IsTriDiag+VMP_LowTri : para matrices bidiagonales infe-
riores no necesariamente cuadradas

s) Set VMP_IsUppBiDiag=VMP_IsTriDiag+VMP_UppTri : para matrices bidiagonales su-
periores no necesariamente cuadradas

t) Set VMP_IsIdent=VMP_IsDiag+VMP_HasUnitDiag+IsOrthNormCols+IsOrthNormRows+VMP_IsTriDiag
: para la matriz identidad,

u) etc.
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Se ha visto que una matriz puede mezclar varias propiedades, pero estas mezclas no se pueden dar
de forma arbitraria, por lo que serd necesario incorporar un sistema de control de congruencia.
Estas propiedades s6lo aseguran que de presentarse en la lista la propiedad se cumple, pero en caso
contrario simplemente se entenderé que se desconoce si la matriz observa o no dicha propiedad.
Por ejemplo una matriz resultado de una cierta operacion puede resultar ser simétrica de forma
casual en cuyo caso no se especificaré que lo es. Para especificarlo explicitamente se pueden incluir
propiedades del tipo "NOT SYM” para asegurar activamente que la matriz no es simétrica o "NOT
REG” para especificar que es singular a ciencia cierta. Existen tres tipos de comportamiento que
pueden adoptar los algoritmos cuando necesitan saber si una matriz cumple o no una propiedad
no especificada:

1. Algunas propiedades se pueden obtener de la definicién de la matriz de forma sencilla y
rapida, como por ejemplo, si es cuadrada o un vector fila. En estos casos se incorporara la
informacién automaticamente siempre que sea pertinente.

2. Para otras propiedades puede ser relativamente costoso pero asumible, como por ejemplo
si es triangular superior o simétrica. En este caso una variable globa]{?} gobernaré lo que el
usuario prefiere hacer en estos casos. En cualquier caso TOL emitird un warning avisando
de ello al usuario por si se tratara de un defecto de definicion.

3. Otras propiedades requieren costes realmente prohibitivos como por ejemplo saber si una
matriz es regular u otronormal. En estos casos TOL lanzard un warning y no procesaré
ningin algoritmo que requiera dicha propiedad no especificada.

2. Tipos basicos de matrices virtuales

2.1. Dense

Una matriz de tipo "dense” (densa o llena) es la que se define explicitamente como un objeto
TOL Matrix o un Real

Set d1 = VMatrix("Dense", Matrix A, Empty, Set properties);
Set d2 = VMatrix("Dense", Real a, Empty, Set properties);

No es necesario implementar métodos de acceso particulares pues el propio objeto matriz ya los
proporciona. En el caso de definirse mediante un ntimero real se entendera la matriz (1x1) cuya
tnica celda es dicho niimero.

2.2. Scan

Una matriz "Scan” es la que se define implicitamente por sus propios métodos de acceso y
parametros opcionales

Set d = VMatrix("Scan", Set param, VMatrixScanner(...), Set properties);

El conjunto de métodos de acceso a una matriz deberé tener la siguiente estructura para poder
ser utilizado en los algoritmos genéricos de forma eficaz:

Struct VMatrixScanner
{
Code getRows_,
Code getColumns_,
Code getCell_,
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Code getRow_,
Code getColumn_
s

1. Code getRows : Funcion TOL declarada como Real (VMatrix v). Devuelve el numero de
filas.

2. Code getColumns : Funcién TOL declarada como Real (VMatrix v). Devuelve el nimero
de columnas.

3. Code getCell : Funcion TOL declarada como Real (VMatrix v, Real i, Real j). De-
vuelve el valor de la celda situada en la interseccion de la fila i-ésima y la columna j-ésima.
Puede ser 1util en algoritmos que precisen de acceso aleatorio a una celda en particular.

4. Code getRow : Funcion TOL declarada como Real (VMatrix v, Real i). Devuelve una
matriz vector fila llena. Se utilizard ampliamente en métodos virtuales de suma y multipli-
cacioén de matrices.

5. Code getColumn : Funcién TOL declarada como Real (VMatrix v, Real j). Devuelve
una matriz vector columna llena. Se utilizard ampliamente en métodos virtuales de suma y
multiplicacién de matrices.

Cuando los métodos de célculo, este tipo de matriz podria acelerarse de forma opcional utilizando
caché en disco para almacenar los resultados obtenidos y no voler a repetir dichos calculos.

Ejemplo En cualquier problema de regresion o interpolacién de fenémenos en el espacio-tiempo
aparecen facilmente matrices gigantescas que en realidad dependen de tan solo las coordenadas
espaciales, pongamos (x,y, z) en el espacio tridimensional, y el momento ¢ en el que sucede el
fenomeno estudiado, que podemos representar como una funciéon v (z, y, 2, t), que puede ser escalar
o vectorial, y de la cual se conoce un conjunto de observaciones {u, = u (Zn, Yn, Zn,tn) }ret N
de las cuales queremos extraer una férmula de interpolacion que permita calcular su valor en un
punto arbitrario del espacio-tiempo.

Las familias tipicas de funciones basicas de interpolacién son los polinomios, bien en la forma
simple de monomios separados {1,z,z?,...}, {1, z,y, 2%, 2y, y?, ...}, bien ortogonalizados (Hermite,
Chebychev, ...). Otra familia tipica, usada cuando el fendémeno tiene cierta estructura periodica,
es la familia harmonica de sinusoidales (series de Fourier)

{1}, {sin (ja2m) , cos (ja2m)}j=1,23,. .,

{1}, {sin ((jx + ky) 27) , cos ((jx + ky) 270) }j k=1,2,3,....---

En el caso concreto de los fenomenos meteorologicos, las estructuras periddicas (ondas) apare-
cen en el tiempo y en las coordenadas de longitud y latitud (z,y) de forma no necesariamente inde-
pendiente del tiempo, mientras que en la altura la periodicidad se diluye debido al pequeno espesor
relativo de la atmosfera. Por esta razon se tomara una matriz e regresion como la expuesta a contin-
uacion para hallar la funcion de interpolacion, una vez obtenidos los valores {Zn, Yn, 2n, tn},1 N>
para los que supondremos que X, Yn, t,, estan normalizados en el intervalo [0, 1],

Matrix input = Group("ConcatColumns",
SetOfMatrix
(
1,
z,
RPow(z,2)
)<<
BinGroup ("< <" ,For(1,0rderT,Set (Real i)
{
BinGroup("<<",For(1,0rderX,Set(Real j)
{



For (1,0rderY,Matrix(Real k)
{
Matrix ti = RProd(t, 2*Pix*i);
Matrix xj = RProd(x, 2*Pixj);
Matrix yk = RProd(y, 2#Pix*k);
Sin(tit+xj+yk) | Cos(tit+xj+yk)
B
13D
13D
)

Cuando se precisa un nivel de detalle muy fino, los tamafios de las series de Fourier (OrderT, OrderX
y OrderY) han de hacerse mayores y el tamafio total de la matriz 3+0rderT*0rderX*0rderY se
puede hacer excesivo y superar facilmente la RAM disponible en la computadora, teniendo en
cuenta que el nimero de observaciones es de cientos de miles al dia, y es conveniente hacer la
interpolacion con los datos de al menos un dia, para asegurar un recubrimiento geogréfico suficiente,
debido a la heterogeneidad de frecuencias de las observaciones emitidas por las diferentes estaciones
meteorologicas.

Sin embargo, para los calculos de la regresiéon no es necesario mantener en memoria toda la
matriz al mismo tiempo sino que sbélo necesitamos tener cada columna por separado, por lo que
se puede definir del siguiente modo en TOL

//Estructura de parametros de definicién de la matriz virtual
Struct MeteoParamDef
{
Real numObs_,
Real orderX_,
Real orderY_,
Real orderT_,
Matrix x_,
Matrix y_,
Matrix z_,
Matrix t_
3
//Funcidén de creacidén de la matriz virtual
Set MeteoInput(MeteoParamDef param)
{
VMatrix
(
"Scan",
param,
VMatrixScanner
{
Real getRows(VMatrix this) { this->param->numObs_ },
Real getCols(VMatrix this)
{
3+this->param->orderT_x*
this->param->orderX_x*
this->param->orderY_
3,
getCell=UnknownCode, //No se precisa este método
getRow =UnknownCode, //No se precisa este método
Matrix getColumn(VMatrix this, Real col)
{



If(col<=3, RPow(this->param->z_,col),

{
Real nx = this->param->orderX_;
Real ny = this->param->orderY_;
Real nt = this->param->orderT_;
Real nxy = nx*ny;
Real cO0 = col-3;
Real i = Floor(c0/nxy) ;
Real cl = cO-i*nxy
Real j = Floor(cl/ny);
Real c2 = cl-j*nx;
Real k = Floor(c/2);
Real sc = c2-k;
Matrix ti = RProd(this->param->t, 2%Pix*i);
Matrix xj = RProd(this->param->x, 2%Pix*j);
Matrix yk = RProd(this->param->y, 2*%Pixk);
If(!sc, Sin(ti+xj+yk),Cos(ti+xj+yk))
}
}
1,
Set properties=Empty
)
s

2.3. Sparse

Una matriz "Sparse” es la que por tener una gran cantidad de ceros se define implicitamente
de forma que sélo hay que especificar los valores no nulos.

Set d4 = VMatrix("Sparse", [["SUBTYPE", S_1, S_2, ..., S_k]], Empty, Set properties));

No es necesario implementar métodos de acceso particulares pues el propio objeto sparse-matrix ya
los proporciona. Existen muchos subtipos de matriz sparse atendiendo al método de especificacién,
por ello una matriz "sparse" se define mediante un conjunto "param” donde el primer elemento
especifica un tipo de "sparsidad" y los elementos restantes definen los valores distintos de cero. Se
tienen los tipos de matrices "sparse":

1. "DIAG" : matriz diagonal densa por bloques.

2. "SDIAG" : matriz diagonal "sparse" por bloques.
"ROW" : matriz fila densa por bloques.

"SROW" : matriz fila "sparse" por bloques.
"COL" : matriz columna densa por bloques.
"SCOL" : matriz columna "sparse" por bloques.

"TRIPLET" : matriz rectangular "sparse" por bloque dada por coordenadas de
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bloques.

La forma de los elementos S_i depende del tipo "sparsidad" "SUBTYPE" y hacen referencia a
submatrices o bloques. Un bloque puede ser:

1. Un valor escalar : Real.



2. Una matriz densa : Matrix.
3. Una matriz sparse : Set [["SUBTYPE", S 1, S 2, .., S k]| (permite definicion recursiva).

4. Una matriz virtual : VMatrix (también permite definicion recursiva atn méas genérica).

En realidad bastaria con el ultimo caso pues engloba al resto pero se dan el resto de opciones

para evitar expresiones demasiado engorrosas. En adelante una submatriz o bloque se denominara

BLOCK. Para cada block B,m(B) nos da la cantidad de filas del bloque; y n(B), la cantidad de

columnas del bloque. Por simplicidad de notacion se puede usar m_i, n_ i para denotar la cantidad

de filas y columnas del bloque i-esimo cuando el referido bloque quede claro en el contexto.
Especificamos ahora para cada tipo la forma de lo elementos S_i.

2.3.1. Subtype "DIAG"

El tipo "DIAG" define una matriz diagonal por bloque que se obtiene al concatenar en diagonal
cada uno de los bloques S _i. El bloque S 1 comienza en la coordenada (1,1). Si la diagonal
principal de S_i termina en las coordenadas (d_i,d i), d i = min(m in i), entonces el bloque
S_{i+1} comienza en la coordenada (di+1,di+1).

2.3.2. Subtype "SDIAG"

El tipo "SDIAG" define una matriz diagonal "sparse" por bloque que se obtiene de colocar
cada bloque en sus coordenadas diagonal especificada. La forma de S_ies {d_i, B_i}. El bloque
B_ i se coloca a partir de las coordenadas (d_i,d_i).

2.3.3. Subtype "ROW"

El tipo "ROW" define una matriz fila por bloques que se obtiene de concatenar horizontalmente
cada uno de los bloques S_i. El bloque S_ 1 comienza en la coordenada (1,1). El bloque S {i+1}
comienza en las coordenadas (1,n_i+1).

2.3.4. Subtype "SROW"

El tipo "SROW" define una matriz fila "sparse" por bloque que se obtiene de colocar cada
bloque en sus coordenadas de fila especificada. La forma de S_ies {n i, B _i}. El bloque B_1ise
coloca a partir de las coordenadas (1,n_1i).

2.3.5. Subtype "COL"

El tipo "COL" define una matriz columna por bloques que se obtiene deconcatenar vertical-
mente cada uno de los bloques S_i. El bloque S _1 comienza en la coordenada (1,1). El bloque
S_{i+1} comienza en las coordenadas (m_i+1,1).

2.3.6. Subtype "SCOL"

El tipo "SCOL" define una matriz fila "sparse" por bloque que se obtiene de colocar cada
bloque en sus coordenadas de columna especificada. La forma de S_ies {m_1i, B_i}. El bloque
B _ise coloca a partir de las coordenadas (m_i,1).

2.3.7. Subtype "TRIPLET"

El tipo "TRIPLET" define una matriz rectangular "sparse" por bloque que se obtiene de
colocar cada bloque en las coordenadas rectangulares especificadas. La forma de S_ies {m_i,
n_i, B_i}. El bloque B_i se coloca a partir de las coordenadas (m_1i, n_i).



2.4. Displacement

Las matrices con estructura de desplazamiento son tipos muy especiales de matrices que,
aun pudiendo ser normalemente matrices llenas, son definibles mediante muy pocos parédmetros,
O (n = rows + columns) en lugar de O (rows x columns); y para los que se cuenta con algoritmos
de multiplicacién, inversion o regresion super rapidos con ordenes superlineales O (nloghn) (su-
perfast methods), casi todos ellos relacionados con el algoritmo de Schur, la transformada rapida
de Fourier y con métodos de interpolacion y regresion en general. También existen métodos de
resolucién de sistemas lineales arbitrarios basados en precondicionadores con estructura de de-
splazamiento que aceleran la solucién de problemas genéricos, lo cual hace atin mas interesante
contar con est

Existen multitud de subtipos de matrices con estructura de desplazamiento que se iran in-
troduciendo conforme se hagan necesarias: Toeplitz, Hankel, Circulant, Cauchy, Vandermonde,
Toeplitz-like, Cauchy-like, Toeplitz+Henkel-like, etc

Set d = VMatrix("Displacement", [["SUBTYPE", paraml, param2, ...]], Empty, Set properties));

No es necesario en estos casos implementar métodos de acceso particulares.

2.4.1. Subtype ”Toeplitz”

Una matriz de tipo "Toeplitz” es la que se define implicitamente mediante los elementos co-
munes de cada diagonal principal, o sea que T ; = t;_;.

Set d1 = VMatrix("Displacement", [["Toeplitz", Polyn t]], Empty, Set properties);

El coeficiente de grado cero se refiere a la diagonal principal central, los coeficientes de los monomios
con grado negativo (F) se corresponden a las diagonales principales por debajo de la diagonal
principal central, y los de grado positivo (B) a las diagonales principales superiores.

Este tipo de matrices seran especialmente ttiles para la definicién de matrices de espacio de
estado de modelos que involucren procesos ARMA o VARMA, asi como matrices de covarianzas
de procesos estacionarios, etc.

2.4.2. Subtype "Hankel”

Una matriz de tipo "Hankel” es la que se define implicitamente mediante los elementos comunes
de cada diagonal secundaria, o sea que T; ; = t;4;.

Set d1 = VMatrix("Displacement", [["Hankel", Polyn t]], Empty, Set properties);

La definicién a partir del polinomio son analogos a los de la matriz de Toeplitz. Aparece de foma
mas rara pero no involucra apenas coste pues casi todos los métodos de las matrices de Toeplitz
son facilmente asimilables para las matrices de Hankel.



