APROXIMACION DE FUNCIONES MULTIVARIANTES MEDIANTE
REGRESION LINEAL JERARQUICA

VICTOR DE BUEN REMIRO

REsuMEN. La funcién de aproximacion global se construird como una combinaciéon lineal con-
vexa de funciones que aproximan localmente la funcién objetivo en entornos que recubren su
dominio. Estas funciones de aproximacién local son a su vez combinaciones lineales de unas
pocas funciones basicas linealmente independientes.

De este modo, para evaluar la funcién de aproximacion global sélo serd necesario localizar
los entornos locales a los que pertenece y evaluar en ellos las funciones de aproximacion local.

Se trabajard bajo la hipo6tesis de errores de aproximacién normales independientes y la exis-
tencia de relaciones latentes entre las funciones de aproximacién local para construir un modelo
de regresion lineal jerarquico con matriz de inputs muy dispersa y por lo tanto muy eficaz en
cuanto a su estimacidon méaximo verosimil.

1. ANTECEDENTES

Sea la funcién objetivo real continua y doblemente diferenciable en su dominio 2

(1.1) f(z): QCR" — R

de la cual en principio se desconoce su formulaciéon analitica y no se tiene ninguna otra forma de
evaluarla o al menos no con la velocidad que se requiere.

Sea una coleccién no vacia ordenada de J > 0 puntos en una regién {2 C R"™ a los que llamaremos
puntos nodales

(12) X:{l'j|l’j€QCRan:1...J}

para los cuales se conoce el valor de la funcién objetivo f; = f (z;) . La matriz X cuyas filas son
los puntos nodales debe ser de rango completo y se denominard matriz nodal del problema.

Se desea construir mediante un modelo de regresion lineal sparse con residuos normales inde-
pendientes una funcién de aproximacion global de f que sea continua y doblemente diferenciable

(1.3) f@):QCcR*—R

2. MODELO LINEAL OBSERVACIONAL PURO

Sea otra coleccion ordenada no vacia de H > 0 puntos dentro de esa misma regién convexa
Q C R™ alos que llamaremos puntos de referencia en los que el valor de la funcién objetivo puede
ser conocido o no, es decir, un punto de referencia puede ser, o bien uno de los puntos nodales
o bien otro punto cualquiera. Sean ) regiones de entorno local de cada uno, tales que recubran
entre todas la region

Y={ynlyn €W CQCRWh=1...H}

(2.1) H

QC UQh
h=1

Sea P una coleccién no vacia ordenada de K > 0 de funciones linealmente independientes
continuas y doblemente diferenciables en todo R” a las que llamaremos base de la aproximacién

local o simplemente base
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(2.2) P ={pk (z) : R" — R}

Para cada punto de referencia se definird una funcién de aproximacion local como una combi-
nacién lineal de dicha base en su regién correspondiente

K
(2.3) gh(a:):Zamk-pk(m—yh)VmGQh/\hzl...H
k=1

por lo que es obvio que deben ser continuas y doblemente diferenciables en todo R™.

La funciéon de aproximacion global en un punto se definird a su vez como una combinacion
convexa de las funciones locales cuyos entornos contengan dicho punto
(2.4) F@) = % wa(@)-gn(@) Vo € R

zEQ

mediante unas funciénes de ponderacion wy, (x) que no dependen de ningin parametro y deben
ser continuas, doblemente diferenciables en todo R™, alcanzar el méaximo valor en el punto de
referencia, y dar siempre suma 1 al aplicarla a todos los entornos locales a los que pertenece un
punto cualquiera

(2.5) wy, (z) <

Se supondra que el error de aproximaciéon global sigue una distribucién normal independiente
de media nula y varianza desconocida comun para todos los puntos de referencia

f(x)—f(z) =e(x) ~N(0,0%)Vz € Q

(2.6) f@)=Ff(@) +e(@) =Y wn(@) gn(x)+e(x)

rEQ

K
(2.7) F@)= " wn(@)  pi(@—yn) ans +e(z)

z€EQRk=1

Contrastando con los valores conocidos en los puntos nodales se reduce el problema de la
aproximacion a estimar la siguiente regresion lineal

K
(2.8) Fj = Z Z thkvja}%k . +€j
z; EQpk=1
donde
ej =e(zj) ~ N (0,0%)
(29) Fj = f (.Z'])
Ph.k,j = wn (5) pr (T — yn)
Si definimos

Bi = ank
2.10 ,
(2.10) Qij = Prk,j
es posible escribir la regresion en forma matricial
F=Qp +e
e~N (0, O'QIJ)
(2.11) FeR’
,8 c RHK

Q c RJXHK
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3. MODELO JERARQUICO

Para forzar que la funcién de aproximacion global sea més suave es posible anadir mas hipotesis
al modelo que obliguen a las funciones de aproximacién locales parecerse en cierta medida a
sus vecinas en las zonas compartidas de sus entornos locales. Una hipd6tesis que parece bastante
razonable es que en los puntos nodales comunes a varios entornos locales las diferencias entre las
correspondientes aproximaciones locales siga una distribucién normal similar a la de los errores de
aproximacion global, es decir

gn (x) —gs () =eps(x) ~ N (0,02) Vo € QN Q,
Si seleccionamos una nueva coleccién ordenada no vacia de puntos en la interseccion de dos

entornos locales 0y, N Qg a los que llamaremos puntos de stress en los que el valor de la funcién
objetivo es puede ser conocido o no.

Zps = {Zh”s’t |Zh,s,t eEQNOA, COQCRWt=1.. -Th,s}

31 Qhﬁﬂsqé@
(3.1) 7= "5 T,

entonces podemos anadir las T' ecuaciones latentes al modelo definido anteriormente

K

K
(3.2) 0= > Pk (2,5t = Yn) Qe — 2Pk (Zhost — Ys) As ik +ensj
k=1 k=1

4. DISENO DEL MODELO

4.1. Ortonormalizaciéon de la geometria del problema. La matriz nodal X es de rango
completo por lo que existe un cambio de variable C tal que la nueva matriz nodal es ortonormal

X=Xx.C
XT.X=1I

Existen muchos métodos para calcular C pero en principio la forma més eficaz es mediante la
descomposicion de Cholesky

(4.1)

XT.X=L-L"
(4.2) Cc=L7"
XT. X=L"'".XT.X. L7 T=L"".L- LT - L7 T=1
En adelante supondremos que la matriz nodal ya ha sido ortonormalizada previamente.

4.2. Seleccion de la base de funciones de aproximacion local. La base més habitual sera
en principio la base polinémica de grado r
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Si se puede presumir algun tipo de periodicidad o pseudo-periodicidad en la funcién objetivo,
entonces serfa mejor usar una base de Fourier. Si se observan hay grandes saltos en poco espacio
se pueden anadir componentes exponenciales. Por supuesto se pueden combinar cualesquiera de
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los antedichos o bien otros tipos de funcién, con la tnica condiciéon de que sean linealmente
independientes.

La dimension adecuada K de la base de funciones de aproximacién local dependera de la
dimensioén del espacio y de lo suave o rugosa que sea la funcién.

Si K empieza a no ser muy pequeno puede ser conveniente ortogonalizar la base aplicando la
misma técnica del punto anterior a la matriz

pi(z1) -+ pr(21)
(4.3) Xp = : : : € R/*K
pi(zy) - px(Tg)
4.3. Funciéon de ponderaciéon y geometria de los entornos locales. Si para cada punto de

referencia se define una funcién de cercania local, continua y doblemente diferenciable, no negativa
en el entorno local y nula fuera de él y con un tnico maximo en el punto de referencia

Ap (z) > 0V € Qy
(4.4) )\h (.T,‘) = 0Vz g_f Qh
Aw (%) < A (yn) Vo # Y

es evidente que las siguientes funciones cumplen todas las condiciones de las funciones de pon-
deracién

Ahi(m) Vo € Qh
(4.5) wp, (x) = mgs:zs)”(z)
0 Va ¢ Qh

Sea la funcién real escalar continua y doblemente diferenciale en todo R

(-4 (40" vr<a

correspondiente a la funcion de densidad de la distribucion beta [ (4,4) transportada al intervalo
[-1,1] y extendida con ceros en el resto de R

04003
0.002

0.001

FIGURA 4.1. -1 -0.5 0.5 1

Sus derivadas primera y segunda existen y son continuas en todo R

(4.7) Vo 31—27'(72—1)3 Vr<1
' ~ o Vi ¢
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Si los entornos locales se definen como hiperesferas de radio d; centrados en el punto de refer-
encia yp

(4.9) x €Qp <=1 (x) = é lz —ynll, <1
entonces la funcién

(4.10) M () = A (1 () = éz —357Th (x)) (5 + 57h (ac)) Zz Z 3:

cumple las condiciones de funcién de cercania local.

Todo lo anterior seguiria siendo cierto partiendo de cualquier distribucion beta simétrica de
orden entero mayor o igual que 4 pero no con orden 3 pues en ese caso la segunda derivada no
serfa continua en la frontera. En la grafica siguiente se muestra cémo la funcién de cercania se hace
més concentrada en el punto de referencia cuanto més grande es el orden de la beta simétrica.
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FiGURA 4.4.

6

E(d:9)

HELo, 10y

(20,20}

Obsérvese por utimo que al estar ortonormalizado el problema la geometria de los entornos

hiperesféricos no penaliza

ni favorece ninguna direccién en particular.

A continuacion se ilustrara lo anterior con un ejemplo unidimensional con tres puntos de ref-
erencia y base polinomica de grado 2 y se supondri que ya se ha efectuado la estimaciéon de la

regresion lineal.

FiGgura 4.5.

(A yn | o | gn ()

(1] -3]6 [ 1+2@—y)—(z—u)
(2] 1 [35] 3-4x—y)+ (x—y»)’
(3] 5[5 [[-5+6(x—ys)+2(z—ys)?

CUADRO 2. Datos del ejemplo 1

Ay (%)
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0.003

.002

.00

-10 -5 10

Funciones de cercania local
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FiGuraA 4.6. -10 -5
Sumatorio global de las funciones de cercania

FiGgura 4.7. -10 -5 5 10

Funciones de ponderacion
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Funciones de aproximacion local

7



APROXIMACION DE FUNCIONES MULTIVARIANTES MEDIANTE REGRESION LINEAL JERARQUICA
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4.4. Diseno del recubrimiento. Para que la regresion lineal no sea degenerada debe tener
mas ecuaciones que variables

(4.11) J+T> H-K

Como la base no puede ser vacia es K > 1, y el nimero de puntos de referencia no puede
exceder al de nodos

(4.12) H< J+T

De hecho, para que se pueda hacer inferencia la superficie de contraste ha de ser razonablemente
grande

(4.13) SC= £ 1

Cuanto menos solapamiento haya entre las regiones de entorno local més dispersa seré la matriz
de regresion y los calculos podran ejecutarse en menos tiempo, pero menos suave serd la transicién
entre ellos.

Lo ideal seria que cada entorno de referencia encerrara aproximadamente el mismo niumero de
puntos nodales para que el contraste de sus parametros fuera del mismo rango para todos ellos. Si
los puntos nodales se hallan distribuidos més o menos uniformemente la forma de malla regular
es la manera mas eficaz de colocar los puntos de referencia y sus entornos

g}
® ® ® ® ®
2t * * * =
® ® ® ® ®
zt ® ® ® =
® ® ® ® ®
1} ® ® ® =
* = ) * *
FiGura 4.10. 1 z e 4 5

Recubrimiento bidimensional regular

Cuando la densidad de puntos nodales no es homogénea lo més prudente es adaptar el recubrim-
iento a las circunstancias. Resulta relativamente sencillo pasar de un recubrimiento de un radio
dado a otro de la mitad de radio de una forma bastante eficiente.
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4 L
® * * ® ®
2t ® ® ® w
s H .
® * ® e * * £ *
iy ® * ® ®
zt ® ® ® * ® *
w ® W ® ®
H H * . s * = *
* * *
1} ® ® ® *
® w W ® ®
FiGura 4.11. 1 z b q 5

Recubrimiento bidimensional irregular

Una forma alternativa y més sencilla de homogeneizar el recubrimiento es aplicar una funcion
continua y doblemente diferenciable de deformacion del espacio que convierta los puntos originales
en puntos cuya distribuciéon sea aproximadamente uniforme

(4.14) n(z):QCR® — R"

E-mail address: vdebuen@tol-project.org
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